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Exercice 1 : Operations sur les vecteurs 

On donne les trois vecteurs Vi(l, 1, 0), V^O, 1, 0) et V 3 (0, 0, 2). 

1. Calcnler les normes ||VjJ|, \\V 2 W et ||V 3 ||. En deduire les vecteurs 
unitaires Vi, V 2 et u 3 des directions respectivement de Vi, V 2 et de 

V 3 - 

2. Calcnler cos(ui, V 2 ), sachant que V angle correspondant est compris 
entre 0 et n. 

3. Calcnler v\ • v 2 , E 2 A n 3 et V\ • (rq A n 3 ). Que represente chacune 
de ces trois grandeurs ? 

Exercice 2 : Differentielle et derivee d'un vecteur unitaire 

Considerons la position dim point M dans le repere 7 Z(0,xyz). 
Soient (z, j : k), (e p , e^, k) et (e^, ej, eE,) respectivement les bases carte- 
sienne, cylindrique et spherique associees a ce repere. 

1. Calcnler 

de p de P dk 

dip ’ dip dip 

2. En deduire de p et de p dans la base cartesienne. 

3. Montrer que les different ielles des vecteurs de la base cylindrique 
peuvent se mettre sous la forme 

de p = dtkl A e p et de P = dtQ A 

en precisant V expression du vecteur rotation Q des vecteurs de la 
base cylindrique par rapport a 7 Z. Deduire les derivees par rapport 
au temps des vecteurs de la base cylindrique dans 7 Z. 




4. Quel est le vecteur rotation de la base spherique par rapport a 
7 Z? Eli utilisant les resultats de la question precedente, deduire 
les expressions de 

de r deg d&^p 

dt ’ dt dt 



Pour les exercices 3,4 et 5, calculer les expressions linterales des grandeurs demandees et fair e V application numerique. 



Exercice 3 : Mouvement rectiligne 

On effectue un test deceleration sur une voiture arretee au depart 
(vitesse initiale no = 0). La route est rectiligne. 

1. La voiture est chronometree a 20s au bout d ime distance D = 
140m. 

1-a) Determiner V expression de V acceleration 7, suposee constante. 

1-b) Determiner V expression de la vitesse vd atteinte a la distance 

D. 

2. Calculer la distance d’arret L pour une deceleration de 8ms -2 ? 

Exercice 4 : Exces de vitesse 

Un conducteur roule a une vitesse constante no = 120 km h sur 
une route rectiligne depassant la limite autorisee. Un gendarme a moto 
demarre a V instant ou la voiture passe a sa hauteur et accelere unifor- 
mement. Le gendarme atteint la vitesse 100 km h _1 au bout de 12s. 

1. Quel sera le temps necessaire au gendarme pour rattraper la voi- 
ture ? 

2. Quelle distance aura-t-il parcourue? 

3. Quelle vitesse aura-t-il atteinte? 

Exercice 5 : Mouvement circulate uniforme 

Considerons un satellite geostationnaire en mouvement circulaire 
uniforme autour de la Terre sur une orbite de rayon r. II est soumis a 




2 

une acceleration 7 = go (yj , on go = 9.81m s ^ 2 et R = 6400 km , le 
rayon de la Terre. La periode de revolution du satellite est egale a la 
periode de rotation de la Terre sur elle meme. 

1. Calculer la periode T de rotation de la Terre en secondes. E 11 
dednire la vitesse angulaire Q. 

2. Determiner k altitude de korbite geostationnaire. 

Exercice 6 : Mouvement sur une ellipse 

Un point materiel M se deplace sur une 

ellipse d 5 equation en coordonnees carte- 
2 2 

siennes A-Tfr = 1 , voir figure ci-contre. la 
direction de OJ\/I par rapport a kaxe Ox 
est reperee par k angle ip. L’ equation ho- x" 

raire du mouvement de M peut se mettre S M o 

\ x 

sous la forme x(t) = xqcos (out + q b) et V / 

y(t) = ?/osin (cat + 'ip) on kon suppose que 
uj est une constante. A kinstant t = 0, M 
se trouvait en Mo. 

1. Determiner xo, <p et ip. En deduire go- 

2. Determiner les composantes, et ce dans la base cartesienne, de la 
vitesse (x,y) et de k acceleration (x,y). 

3. Montrer que k acceleration peut se mettre sous la forme 7 = 
—kOM on k est a determiner. 
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Corrige 1 : Operations sur les vecteurs 

— > — > — > 

On donne les trois vecteurs Vi(l, 1 , 0 ), V^O, 1 , 0 ) et V^O, 0 , 2 ). Notons par (e/, e 2 , 63) 
la base dans laquelle les differents vecteurs sont decomposes. 

1 . Calculons les normes des differents vecteurs et les vecteurs unitaires de leurs 
directions respectives 

IIUII = + n + 

HUH = Vo 2 + 1 2 + 0 2 = 1 =>■ ih = -b- = (0, 1,0) 

lr 2II 

nun = vo 2 + 0 2 + 2 2 = v'i = 2 =*• «t 3 = - 3 - = (0, 0, 1) 



2 . On calcule cos(ui, u 2 ) comme suit 

y/2 



V\-V 2 = 



et v\ ■ V2 = ||ffi|| 1 1 b?2 1 1 cos( , iTi , V2) = cos(ui, V2) 



cos(ui,u 2 ) = 



y/2 



3 . Nous avons 

Vi ■ v 2 = 

pAq = 



V2 



ej 


e 2 


e 3 




1 0 


0 


1 


0 


— 


0 1 


0 


0 


1 





x ei + 0 x e*2 - 0 x I3 = (1, 0, 0) 



Vi ■ (v2 A U3) = 1 x 1 + 1 x 0 + 0 x 0 = 1 . 



Le premier terme represente le produit scalaire entre les vecteurs v\ et V2, il 
est egal au produit du module de la projection de V\ sur u 2 multiplie par le 
module de u 2 . Le deuxieme terme est le produit vectoriel entre u 2 et U3. Le 
dernier terme est le produit mixte entre (ui, u 2 , U3) et qui n’est d’autre que le 
volume du parallelepipede contruit sur la base des trois vecteurs. 




Corrige 2 : Differentielle et derivee d'un vecteur unitaire 

Considerons la position d’un point M dans le repere 7 Z(0,xyz). Soient ( i,j,k ), 
(e p , e^, k ) et (e^, eg, e^) respectivement les bases cartesienne, cylindrique et spherique 
associees a ce repere. 

1. Exprimons d’abord les vecteurs de la base cylindrique dans la base cartesienne : 

e p = cos (pi + sir npj 
e[p = —sin cpi + cos p)j 

k = k. 



Sachant que la base cartesienne est une base fixe, alors 



de p 

dp> 

de<p 

dtp 

dk 

dp. i 



— sintpi + cos p>j = 
—cos p)i — sin p)j = —e p 



0. 



2. Sachant que e p et e[p ne dependent que de p>, leurs differentielles sont donnees 



de p 

de p 



dep 

dp) 

de^y 

dp) 



dp) 



dp) 



dpepp 

—dpe p . 



3. Comme la base (e* p ,e^, k ) est une base directe alors e^ = k A e p et e p 
En utilisant ces deux resultats, nous obtenons 

de p = dpe!p = dt-^-k f\e p = dtQ A e p 

(JjL 



e[p A k. 



avec Q = ipk. De merne, on peut ecrire 




—dp)e p = dt-^-k A ek = dtfl A e 



dt 



'<P‘ 



D : ou les resultats recherches. 

Ce qui donne les derivees par rapport aux temps de e p et de 



de p 

dt 

de/p 



D A e p 
D A edp. 



dt 




Pour deriver par rapport au temps dans un repere 7 Z un vecteur unitaire, il 
suffit de connaitre son vecteur rotation dans 7 Z et utliser le resultat prece- 
dent. 



4. Pour determiner le vecteur rotation d’une base, la methode directe est celle 
utilisee dans l’exercice precedent. II suffit de prendre un vecteur de la base 1 
et de nrettre sa derivee sous la forme qui met en evidence le vecteur rotation. 
Une deuxieme approche qualitative consiste a proceder comme suit 

i- reperer chaque angle qui decrit la rotation 2 du vecteur considere : dans le 
cas precedent c’est <p ; 

ii- reperer le plan dans lequel chaque rotation a lieu et le vecteur rotation qui 
lui est associe est porte par le vecteur unitaire perpendiculaire au plan en 
appliquant la regie du tire-bouchon : dans le cas precedent c’est k ; 

iii- le vecteur rotation est alors la sonrme de tous les vecteurs decrivant cha- 
cune des rotations : dans le cas precedent, il s’agit d’une seule et le vecteur 
rotation est Vt = <pk. 

Notons que le module du vecteur rotation associe a un angle est donne par la 
vitesse angulaire associee a cet angle. Aussi, dans le cas de la base spherique, 
on prend e r et sa rotation est reperee par les angles 

-i <p : rotation dans le sens trigonometrique dans le plan perpendiculaire a 

k =A Di = dpk ; 

ii- 9 : rotation dans le sens trigonometrique dans le plan perpendiculaire a 

6-ip y 9e^ 

et le vecteur rotation de e r dans 1Z est Q = ipk + 9e^ et qui est par la meme 
occasion le vecteur rotation de la base spherique dans 7 Z. 

En utilisant le resultat de la question precedente, nous obtenons 

—A = Q A e r = {^pk + Oe^j A e r . 



Or k = cos 6e r — sin Oeg, ce qui donne k A e r = (cosdeT. — sin^e^) A e r = sinde^, 
et €[p A e r = eg ce qui implique 



de r 

dt 

De la meme maniere, nous avons 



tpsinded, + 9 eg. 



deg 

dt 



DA eg = ypk + 9e^j A eg 
(pcosde^p — 9e r . 



1. un parmis ceux qui sont mobiles. Dans l’exemple precedent, on ne peut pas prendre k car il est fixe. 

2. on peut avoir le cas ou plusieurs angles sont mis en jeu, c’est le cas de la base spherique. 




Nous avons utilise k A eg = cosde^. Et enfin, 

= H A et - ( (fik + Oek ) A el 



'V 



^ - - - ' ^ 1 y • x 

= <p (cosde^ — sinde#) Ae^,- —<p (cosOeg + sinde^) 



Pour les exercices 3,4 et 5, calculer les expressions linterales des grandeurs demandees et faire V application numerique. 



Corrige 3 : Mouvement rectiligne 



On effectue un test deceleration sur une voiture arretee au depart (vitesse ini- 
tiale vo = 0). La route est rectiligne. 

Soit 7 Z(Oxyz) un referentiel tel que la route est confondue avec l’axc Ox. Aussi la 
position de la voiture a un instant donne est reperee par OM = xi. On considere 
qu’a l’instant initial t = 0, la voiture se trouve en O et done Xq = 0. Notons aussi 
que la vitesse initiale est nulle uq = 0. 



1. La voiture est chronometree a 20s au bout d’une distance D = 140m. Notons 
par xd = D = 140 m et O = 20s. 

1-a) Comme Odl = xi => 7 = (/ = xi = ji. En integrant, sachant que 

l’acceleration est constante, 



1 2 1 2 

x = 7 =7 x = v = 'yt + Vo = 71 =7 x = -7 1 + Xq = -7 1 . 

Nous avons utilise vq = 0 et xq = 0. Ainsi l’acceleration est donnee par 

2x d 



A.N. : xd = 140 m et tp = 20 s =7 7 = 2x440 = 14ms 2 . 
1-b) L ’expression de la vitesse est donnee par 



u = 7 1 =7 vd = 7 x to- 



A.N. : vd = 14 x 20 = 280ms 4 . 

2. La voiture decelere a partir de x = xd et l’acceleration est 7' = —8ms -2 . 
Changeons d’origine et prenons cette position et cet instant comme origines 
respectivement de x et de t. Alors, nous avons 



x = 7 



x 



= U = 7 't + VD 



1 / 2 

x = ^7 t + v Dt- 



La voiture s’arrete au bout d’un temps t a , e’est a dire v(t = t a ) = 0 =7 t a = 
—vd/ j'- Rappelons que 7' < 0. Ainsi la distance d’ arret L est donnee par 

, , , \ 1 / 9 1 /Un Ur) 1 Dn 

L = x{t = t a ) = -7 t a + V D t a = -7 — - — = . 

A.N. : L = | x ^ 



= 2025 m. 




